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Praktisch in jeder Situation, in der wir als soziale Individuen handeln, hangt unser Nutzen
nicht nur von unseren Entscheidungen sondern auch vom Verhalten der anderen ab. Da
solche Situationen nicht unéhnlich zu einer Vielzahl an Gesellschaftsspielen sind, greift
die Spieltheorie diese Analogien in ihrer Begriffbildung auf und versucht mathematische
Modelle zu entwickeln, um solche Situationen bewerten und die Verhaltensweisen interpre-
tieren zu konnen.

Ein “Spiel”, welches nicht nur den Nutzen sondern auch die Zufriedenheit berticksichtigt
ware beispielsweise die sogenannte “Kuchen—Regel”. Diese besagt, dass ein Kuchen gerecht
unter zwei Kindern aufgeteilt werden kann, indem das eine Kind den Kuchen teilen, und
das andere sich ein Stiick aussuchen darf. Diese Regel funktioniert in der Praxis nur
deshalb so gut, weil beide Kinder mit dem Resultat zufrieden sein konnen. Sind dariiber
hinaus beide Kinder daran interessiert, ein moglichst grofles Stiick zu ergattern, dann wird
dem ersten Kind nichts anderes tibrig bleiben, als den Kuchen genau zu halbieren. Diese
Regel setzt also ein rationales Verhalten im Sinne der Nutzen— bzw. Gewinnmaximierung
voraus. Dass ein solches rationales Verhalten auch bei Erwachsenen nicht immer gegeben
ist, zeigen Untersuchungen am sogenannten Ultimatumspiel. Bei diesem Spiel wird zwei
Spielern gemeinsam eine bestimmte Geldsumme angeboten. Der erste Spieler darf nun
bestimmen, wie viel er davon bekommen soll. Der zweite Spieler kann sich mit dem Rest
begniigen oder ablehnen. Bei einer Ablehnung wird an keinen der beiden ausgezahlt.

Da der zweite Spieler nur gewinnen kann, wenn er nicht ablehnt, sollte er jedes Angebot,
und sei es noch so klein, annehmen. Damit kénnte er seinen Gewinn maximieren, zufrieden
wird er aber nicht sein. Ab einem gewissen Mafl an Ungerechtigkeit wird wohl fiir jeden
Menschen eine Grenze tiberschritten, sodass er auf seinen Gewinn verzichten und daher
das Angebot ablehnen wird. Auch der erste Spieler wird mit keiner, von ihm getétigten
Aufteilung zufrieden sein.

Ein, aus unserer Sicht, sonderbares Verhalten eines Akteurs kann sich durchaus als rational
herausstellen, wenn sein moglicher Nutzen ein anderer ist, als wir angenommen haben. In
diesem Aufsatz werden wir also unser Augenmerk auf die Analyse von Spielsituationen
richten, bei denen nur von einem Spieler der mogliche Nutzen bekannt ist.

Um die grundlegenden Begriffe der Spieltheorie zu erarbeiten, beginnen wir mit einem
ganz einfachen, dem Pokern dhnlichen Spiel, welches noch die wesentlichen Merkmale wie
Erhohen, Passen, Bluffen beinhaltet:

— Jeder der beiden Spieler macht einen Einsatz von 2 Einheiten. Danach zieht der erste
Spieler mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder eine niedrige oder eine hohe Karte.

— Der erste Spieler kann passen oder seinen Einsatz von 2 auf 4 Einheiten erh6hen. Wenn
er passt, erhélt bei einer niedrigen Karte der zweite Spieler die getétigten Einsatze.
Bei einer hohen Karte bekommt der erste Spieler beide Einsétze.

— Hat der erste Spieler erhoht, dann kann der zweite Spieler entscheiden, ob er passen
oder zum “Sehen” seinen Einsatz auf 4 Einheiten erhohen will. Wenn der zweite
Spieler nun passt, dann erhélt der erste Spieler alle getatigten Einsatze. Hat er sich
fiir das “Sehen” entschieden, dann bekommt er bei einer niedrigen Karte alle Einsétze,
bei einer hohen Karte gewinnt dagegen der erste Spieler die getatigten Einsatze.
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Aus diesen Spielregeln wird zuerst einmal ersichtlich, dass zwei Spieler gegeneinander an-
treten, wobei der Gewinn des einen stets dem Verlust des anderen entspricht. Wir sprechen
von einem Zwei—Personen—Nullsummen—Spiel. Weiter erkennen wir, dass der zweite
Spieler, im Gegensatz zum ersten, die gezogene Karte nicht kennt. Dafiir kennt der erste
Spieler bei seiner Entscheidungsfindung noch nicht die Ansage des zweiten Spielers. Es
handelt sich also um ein Spiel ohne perfekte Information.

Wir werden nun den Spielverlauf, den Spielregeln entsprechend, in einem Baumdiagramm
darstellen. So eine chronologische Zusammenstellung wird gerne extensive Form des
Spiels genannt.

+2 —4 +2 +4

In der ersten Ebene kommt das zuféllige Ziehen einer niedrigen (N) oder hohen (H) Karte
zum Ausdruck. Die nachfolgenden Verzweigungen gehen auf die Ansagen des ersten Spie-
lers, ndmlich Passen (P) oder Erhéhen (E) zuriick. In der dritten Ebene sind dann die
Entscheidungen Passen (P) oder Sehen (S) des zweiten Spielers festgehalten. Endet ein
Ast ohne Verzweigung, dann endet auch die konkrete Partie. In solchen Endpunkten ist
der Gewinn des ersten Spielers angegeben. Beispielsweise besagt die Zahl —4, dass der
erste Spieler 4 Einheiten verliert, welche wegen der Nullsummen-Eigenschaft der zweite
Spieler gewinnt. Ein kurzer Blick auf alle moglichen Gewinne zeigt, dass der erste Spieler
bei diesem Spiel sicherlich einen Vorteil hat. Nun stellt sich die Frage, ob sich so ein Vorteil
auch quantitativ fassen lasst.

Einerseits hangen die Gewinne vom Zufall ab, sodass wir nur Erwartungswerte, d.h.
durchschnittliche Gewinne bei sehr vielen Partien, angeben kénnen. Andererseits konnen
die Gewinne auch durch die jeweils gewahlte Strategie beeinflusst werden. Dabei ist eine
Strategie eine fiir alle Eventualitdten vorgesehene Handlungsanweisung des betreffenden
Spielers.

In unserem Fall hat der zweite Spieler nur die beiden Strategien Passen (P) und Sehen
(S). Wogegen der erste Spieler vier Strategien hat, welche sich aus allen Kombinationen
aus Passen (P) und Erhéhen (E) bei den beiden moglichen Karten ergeben. Wir werden
diese Strategien mit PP, PE, EP und EE bezeichnen, wobei beispielsweise die Strategie
EP bedeutet, dass bei einer niedrigen Karte der Einsatz erhoht und bei einer hohen Karte
gepasst wird. Stellen wir nun die Gewinnerwartungen des ersten Spielers tabellarisch in
einer Matrix dar, dann gelangen wir zu folgender Normalform des Spiels:

Passen Sehen
PP | 05-(—2+2) | 05-(—2+2)
PE | 05-(—2+2) | 05-(—2+4)
EP | 05-(+2+2) | 05-(—4+2)
EE | 05-(+2+2) | 05-(—4+4)
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Wie ersichtlich, verwenden wir bei der Berechnung der Gewinnerwartungen die Eigenschaft,
dass beide Karten gleich wahrscheinlich sind, sodass wir die betreffenden Wahrscheinlich-
keiten jeweils mit 50% bewerten. So erhalten wir:

P S
PP 0 0
PE 0 +1
EP +2 -1
EE +2 0

In einer derartigen Gewinnmatrix gibt es immer zwei besondere Werte, welche wir nun
charakterisieren wollen:

— Der Maximin—Wert ist der grofite Gewinn, den sich ein Spieler bei geschickter Wahl
seiner Strategie auf jeden Fall sichern kann. Der erste Spieler wird dazu seine Stra-
tegien, das sind die Zeilen der Matrix, nach den minimalen Eintragen absuchen, und
danach das Maximum dieser Minima als seinen Maximin—Wert angeben. In unserem
Beispiel wiirde demnach Maximin = 0 gelten.

— Der Minimax—Wert ist der kleinste Gewinn, bei dem ein Spieler mit seiner Stra-
tegiewahl noch zufrieden ist. Um diesen Wert fiir den ersten Spieler zu bestimmen,
miissen alle Strategien des Gegners, das sind die Spalten der Matrix, nach ihren ma-
ximalen Eintragen abgesucht werden. Das Minimum dieser Maxima ware dann der
Minimax—Wert. In unserem Beispiel wiirde demnach Minimax = 1 gelten.

An dieser Stelle wollen wir betonen, dass diese Werte ohne Kenntnis der Gewinnmatrix
des Gegenspielers definiert wurden. Sie machen also auch bei Spielen ohne Nullsummen—
Eigenschaft einen Sinn. Speziell der Minimax—Wert wird in der gangigen Literatur nicht
iiber den Begriff der Zufriedenheit definiert.

Nun gilt aber die Ungleichung

Maximin < Minimax

fiir alle Matrizen. Der Beweis dieser Ungleichung konnte folgendermafien lauten: Stehen
die beiden Werte an unterschiedlichen Stellen der Matrix (denn sonst wére die Gleichheit
garantiert), dann gibt es einen Matrixeintrag, welcher sowohl in derselben Zeile wie ein
Maximin—Wert, als auch in derselben Spalte wie ein Minimax—Wert steht. Nennen wir die-
sen Matrixeintrag K, dann miissen gemafl der Definition Maximin < K und Minimax > K
gelten. Daraus folgt aber schon die zu beweisende Ungleichung.

Wenn wir die Strategien des ersten Spielers untereinander vergleichen, dann erkennen wir,
dass die Strategie PE auf keinen Fall schlechter ist als die Strategie PP. Das heifit: PP
ist eine durch die dominante Strategie PE dominierte Strategie. Genauso ist auch EE
im Vergleich mit EP dominant. Bei der Suche nach optimalen Strategien fiir den ersten
Spieler konnen wir demnach die dominierten Strategien in der Gewinnmatrix ruhig aufler

Acht lassen:
P S

PE 0 1
EE 2 0

Natiirlich miissen wir davon ausgehen, dass dieses Spiel, wenn es fair sein soll, mit unter-
schiedlicher Rollenverteilung sehr oft gespielt wird. Wenn der erste Spieler, um seine Ge-
winnerwartung zu maximieren, immer die Strategie EE wahlt, und damit teilweise blufft,
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dann wird dies der zweite Spieler schnell durchschauen und seine Strategie S wéahlen.
Damit wéaren wir beim Maximin—-Wert des ersten Spielers angelangt. Wahlt der zweite
Spieler allerdings immer die Strategie S, dann wird der erste Spieler wiederum dies schnell
durchschauen und auf die Strategie PE setzen, um seinen Minimax—Wert zu erreichen.
Die einzige Moglichkeit sich vor den psychologischen Fahigkeiten des Gegners, also vor
dem “Durchschautwerden” zu schiitzen, ist es, die Strategiewahl dem Zufall zu iiberlassen,
denn dieser wird auch von dem besten Psychologen nicht durchschaut. Jetzt stellt sich
die Frage, in welchem Verhéltnis die Strategien gemischt werden sollten, um ein optimales
Resultat zu erzielen.

Bezeichnen wir mit p und 1 — p die Wahrscheinlichkeiten fiir die Strategien PE und EE des
ersten Spielers, und analog mit ¢ und 1 — ¢ die Wahrscheinlichkeiten fiir die Strategien P
und S des zweiten Spielers, dann lasst sich die Gewinnerwartung G des ersten Spielers als

G=0-pgq+l-p(1-¢+2-(1-p)-q+0-(1-p)-(1-9q)
=-3-pqt+tp+t2-q

anschreiben. Unterliegt der erste Spieler einem Maximin—Denken, dann wird er bestrebt
sein, seinen Gewinn unabhéngig vom Strategiemix des zweiten Spielers, also unabhéngig
von ¢, zu machen. Dies gelingt ihm, wenn

2
2:¢q—3-p-q=0 == P=3

gilt. Andererseits wird der erste Spieler, wenn er einem Minimax—Denken anhangt, mit
seinem Strategiemix auch dann zufrieden sein, wenn sein Gewinn unabhangig von p ausfallt,
denn in diesem Falle hatte er seine Strategien gar nicht besser mischen konnen. Dies tritt

dann ein, wenn
1
p—3-p-qg=0 = =3
gilt. Natiirlich kann nur der zweite Spieler die Wahrscheinlichkeit ¢ festlegen. Allerdings
hat das keine Auswirkungen auf die Zufriedenheit des ersten Spielers, denn in beiden Féllen

ist die Gewinnerwartung gleich, namlich:

GMaXimin = GMinimax = %
Ganz allgemein hat John von Neumann im Jahre 1928 die Gleichheit der beiden Werte
bei Verwendung von gemischten Strategien fiir alle endlichen Matrix—Spiele bewiesen. Wir
konnen nun diesen sogenannten Minimax—Satz etwas umformulieren: Es existiert ein
optimaler Strategiemix mit dem man zufrieden sein muss, und dessen Berechnung einzig
und allein auf der eigenen Gewinnmatrix beruht.

Fiir unser konkretes Spiel konnen wir also behaupten, dass der erste Spieler mit der Wahr-
scheinlichkeit von 1/3 die Strategie EE wéhlen, und daher mit der Wahrscheinlichkeit 1/6
bluffen sollte. Der Reiz des Spieles geht damit aber nicht verloren, da ein guter Poker-
spieler sich fiir den besseren Psychologen hélt, und daher auf das “Denken in gemischten
Strategien” verzichten wird.

Nochmals sei betont, dass wir diese Ergebnisse dadurch erzielt haben, dass wir uns in die
Lage des ersten Spielers versetzt haben. Auch wenn die Nullsummen—Eigenschaft des Spiels
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es gestattet, die moglichen Gewinnerwartungen des zweiten Spielers zu berechnen, tiber
den Nutzen des zweiten Spielers wissen wir herzlich wenig. Muss er defensiv spielen, da er
einen weiteren Verlust nicht verkraften kann? Oder, will er in der Hoffnung auf vertauschte
Rollen nur beeindrucken? Vielleicht bezieht er seinen Nutzen nur aus dem Spiel an sich
und nicht aus einem Gewinn? Ist er gar spielsiichtig? Da wir diese Fragen aus der Sicht
des ersten Spielers nicht beantworten kénnen, wéare es vermessen, eine Analyse mit Hilfe
des moglichen Nutzens des zweiten Spielers zu wagen.

Meist ist es nicht méglich den optimalen Strategiemix so einfach wie im letzten Beispiel zu
bestimmen. Daher wollen wir anhand eines weiteren Beispiels ein allgemeines Verfahren
untersuchen: Gegeben sei die Gewinnmatrix

A B
D1 -1 +1
D2 +2 -1
P3 +1 0

des ersten Spielers, welcher seine drei reinen Strategien mit den Wahrscheinlichkeiten py, po
und ps moglichst optimal mischen mochte. Da sein Maximin—Wert in den reinen Strategien
gleich 0 und sein Minimax—Wert gleich 1 ist, erscheint es durchaus sinnvoll die Gewinner-
wartung durch gemischte Strategien zu maximieren. Fiir das zu besprechende Verfahren
ist eine positive Gewinnerwartung zwingend vorgesehen. Um das sicher zu stellen, konnen
wir beispielsweise 2 Einheiten zu den Eintragen der obigen Matrix addieren. Damit ver-
schieben wir nur den “Nullpunkt” und andern nichts an der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

A B
P1 1 3
D2 4 1
P3 3 2

Nun wollen wir die Gewinnerwartung g fiir beide reinen Strategien A und B des Gegners
sicherstellen und danach maximieren. Dies fithrt zu den beiden Ungleichungen:

1-p1r+4-pp+3-p3>g
3-p1+1-p2+2-p3>g

Mit diesen Ungleichungen suchen wir die beiden Strategien des Gegners nach den maxima-
len Gewinnen ab. Da beide Ungleichungen erfiillt sein miissen, erhalten wir das Minimum
dieser Maxima. Dieses Verfahren liefert also den Minimax—Wert. Da sich der erste Spieler
diesen Wert durch die entsprechende Wahl von p;, ps und p3 auch sichern kann, handelt
es sich gleichzeitig auch um den Maximin—Wert. Damit wire der Minimax—Satz erfiillt.
Ein Maximieren der positiven Grofle g ist aber einem Minimieren von z = 1/¢g dquivalent.
Jetzt verwenden wir einen kleinen Trick, welcher von Albert W. Tucker 1960 vorgestellt
wurde: Da notwendigerweise
p1+p2tp3s=1

gilt, konnen wir die Zielfunktion z auch als

Z=&+@+%=$1+$2+$3

g 9
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darstellen. Dividieren wir noch die beiden Ungleichungen durch g, dann erhalten wir
folgende Aufgabe der linearen Optimierung, welche wir mit dem sogenannten Simplex—
Verfahren 16sen wollen:

z=x1+x2+x3 — Min.

1$1+4.’B2—|—3£IZ3—120

3-x1+1-294+2-25—12>0

Aus den fiir die meisten Menschen unhandlichen Ungleichungen machen wir Gleichungen,
indem wir die Schlupfvariablen u; und wus einfiihren.

z=x1+x9+2x3 — Min.
U1:1'£L‘1+4-$2+3'IL’3—1
U2:3'$1+1'IL‘2—|—2'$3—1

In diesen Gleichungen sind alle Variablen nicht negativ. Diese Nicht—Negativitit gestattet
es uns, das Minimum der Zielfunktion in endlich vielen Schritten zu berechnen. Dabei
orientieren wir uns stets an den betragsmaflig grofiten Koeffizienten.

Zuerst erkennen wir einmal, dass die Zielfunktion z nur durch eine Verkleinerung von x1,
2o oder x3 minimiert werden kann. Denken wir uns eine gleichméfige Reduktion dieser
drei Variablen, dann wird zuerst einmal die Nicht—Negativitiat von u; durch zo verletzt,
da es sich bei der Zahl 4 um den grofiten Koeffizienten handelt. Im ersten Schritt miissen
wir also, durch Umformen der Gleichung, xo durch u; ausdriicken und dies in die anderen
Gleichungen einsetzen.

4.z = 31 + 1l-z3 + uw + 1
4'1,‘2 = —1-%1 - 3'1‘3 + u + 1
4'U2 = 111’1 + 5'1’3 + uy — 3

Hier haben wir alle Gleichungen mit dem relevanten Koeffizienten multipliziert, um uns
Briiche zu ersparen. Das hat nicht nur schreibtechnische Griinde, sondern hilft auch Run-
dungsfehler, welche bei einem entsprechenden Computerprogramm auftreten, zu vermei-
den. Fiir eine weitere Minimierung der Zielfunktion wére, wegen des Koeffizienten 3, eine
Verkleinerung der Variablen x; besonders effizient. Da dabei die Nicht—Negativitat von us
gefahrdet ware, erfolgt im zweiten Schritt eine Auflésung der letzten Gleichung nach x1.
Einsetzen dieses Wertes in die anderen Gleichungen liefert:

11-2 = —-1-23 + 2-u1 + 3-us + 5
11'1‘2 = —7'1173 + 3'U1 — 1'U2 + 2
1124 = —-5-23 — 1l-uy + 4-uy + 3

Diesmal kann eine effiziente Minimierung der Zielfunktion nur durch eine Vergroflerung von
x3 erfolgen. Die Nicht—Negativitat von x5 beschrankt aber diese Vergroflerung. Daher wird
die zweite Gleichung nach z3 aufgelost und das Ergebnis in die beiden anderen Gleichungen
eingesetzt.

7-z = 1-x9 + 1wy + 2-us + 3
7'1‘3 = —11'I2 + 3'U1 - 1'U2 + 2
7'1‘1 = 5'562 — 2'U1 + 3'U2 + 1
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Jetzt sind wir schon beim letzten Schritt angelangt, da das Minimum der Zielfunktion
offensichtlich durch x5 = u; = uy = 0 erreicht wird und dabei keine Variable negativ ist.
Damit erhalten wir die optimalen Werte:

2
$2=0 1‘32?

3 1
z == T = =
7 177

Den eigentlich gesuchten, optimalen Strategiemix berechnen wir gemafl z; = z - p; zu:

2

p1 = p2 =0 ps =73

1
3
Die Gewinnerwartung des urspriinglichen Spiels ergibt sich aus der Gréfie g = 7/3, von der
wir noch den am Anfang dazugegebenen Wert 2 abziehen miissen, zu 1/3. Hier erkennen
wir wiederum, dass diese Gewinnerwartung zwischen dem Maximin— und Minimax—Wert
der reinen Strategien liegt. Es wiirde also keinen Sinn machen gemischte Strategien zu
verwenden, wenn schon in reinen Strategien die Gleichheit von Maximin— und Minimax—
Wert gilt. Fassen wir also die Ergebnisse zu diesem Spiel zusammen:

— Der erste Spieler kann sich seinen Maximin—Wert von 0 immer sichern, indem er immer
seine dritte Strategie spielt.

— Der optimale Wert 1/3 ist ihm nur als Gewinnerwartung sicher, wenn er seine erste
und dritte Strategie im Verhaltnis 1 zu 2 mischt. Dazu sollte er die Entscheidung dem
Zufall iiberlassen. In einer konkreten Partie kann es aber durchaus vorkommen, dass
der erste Spieler einen Verlust erleidet.

— Alle grofleren Gewinne kann sich der erste Spieler nicht sichern. Auch der Minimax—
Wert in reinen Strategien ist fiir ihn aus eigener Kraft nicht erreichbar.

— Interessanterweise kommt die zweite Strategie, das wére jene, welche den gréfiten
Gewinn verspricht, im optimalen Strategiemix gar nicht vor. Sie ware nur etwas fiir
Hasardeure, respektive fiir gute Psychologen.

Das Gefangenendilemma ist wohl das popularste Beispiel der Spieltheorie. Dabei geht
es um zwei Untersuchungshéaftlinge, welche einer Straftat beschuldigt werden. Der Staats-
anwalt, dem es an Beweisen mangelt, bietet eine Kronzeugenregelung an. Wenn ein Ge-
fangener gesteht, und der andere leugnet, dann geht der Gestandige straffrei aus, wogegen
der Leugner die Hochststrafe von 5 Jahren aufgebrummt bekommt. Gestehen beide, dann
erhalten sie wegen mildernder Umstéande jeweils 4 Jahre Gefangnis. Leugnen beide, dann
kann sie der Richter nur wegen eines geringeren Delikts zu jeweils 2 Jahren verurteilen.
Der Nutzen entspricht dem negativen Strafausmafl, sodass wir fiir die beiden Strategien
Leugnen (L) und Gestehen (G) die Matrix

L G
L -2 )
G 0 —4

fiir den ersten Gefangenen erhalten. Sofort erkennen wir, dass Gestehen eine dominante
Strategie darstellt, und zwar fiir beide Héaftlinge — dieses Spiel hat sich ja auch der Staats-
anwalt ausgedacht. Allerdings, und darin liegt das Dilemma fiir beide Gefangenen, ist
der Maximin—-Wert gleich dem Minimax—Wert, namlich 4 Jahre Zuchthaus. Nur in dem
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Falle, dass beide miteinander kommunizieren konnen, und unter diesen widrigen Bedin-
gungen das Spiel als ein “Miteinander” begreifen, wére eine Kooperation im Strategiepaar
Leugnen—Leugnen und damit eine Haftstrafe von “nur” zwei Jahren fiir beide moglich.
Im Lichte der Kooperation kommt das Gefangenendilemma viel haufiger vor. Denken wir
uns zwei Geschaftspartner, welche eine lose Vereinbarung getroffen haben. Wenn sich beide
an die Vereinbarung halten, also kooperieren, dann wird wohl fiir beide ein positiver Nutzen
abfallen. Begeht der eine allerdings einen Verrat (V), indem er beispielsweise minderwertige
Ware liefert, dann kann er sich, falls der andere noch immer auf Kooperation (K) eingestellt
ist, einen noch grofleren Nutzen versprechen. Wir miissen also nur die Matrixeintrage des
Gefangendilemmas ins Positive verschieben, indem wir beispielsweise die Zahl 5 addieren,
und erhalten so die Nutzen des ersten Spielers:

K \Y
K 3 0
\Y 5 1
Die Analyse dieses Spiels ist vollig analog zu jener des Gefangenendilemmas. — Fiir

beide Spieler ist die dominante Strategie der Verrat. Allerdings lasst diese Interpreta-
tion des Gefangenendilemmas auch weitere Sichtweisen zu. Die meisten Menschen werden
namlich nicht allzu oft in den “Genuss” einer Kronzeugenregelung kommen, dagegen wird
ein Geschéftsmann sehr haufig lose Vereinbarungen zur Erhéhung seines Nutzens eingehen
wollen. Der grofle Unterschied ist also die Aussicht auf viele Wiederholungen des Spiels.
Unter diesem Aspekt wollen wir daher das Spiel untersuchen:

Wahlt der erste Spieler die Strategie Kooperation mit einer Wahrscheinlichkeit p und der
andere mit der Wahrscheinlichkeit ¢, dann kann der erste Spieler mit der Gewinnerwartung

3:p-q+0-p-(1-q)+5-(1-p)-q+1-(1-p)-(1-q)=
—(¢g+1)-p+4-q+1

rechnen. Dies ist allerdings eine Gewinnerwartung unter der Bedingung, dass iiberhaupt
ein Spiel stattfindet. Nun konnen wir aber annehmen, dass die Bereitschaft der anderen
Spieler fiir ein Spiel mit dem ersten Spieler mit dessen Bereitschaft fiir Kooperation wéachst.
— Auch die Verrater wollen nicht gerne “tibers Ohr gehauen” werden. Wenn wir also
annehmen, dass ein Spiel mit dem ersten Spieler nur mit der Wahrscheinlichkeit p zustande
kommt, dann ist dies dquivalent mit der Situation, dass der zweite Spieler eine dritte
Strategie, namlich nicht zu spielen (N) hat. Wahlt der zweite Spieler nun diese Strategie
mit der Wahrscheinlichkeit (1 — p), dann ergibt sich folgende Normalform:

K V N
K 3 0 0 P
A% 5 1 0 1—p
p-q pP—p-q I-p

Hier haben wir auch die Wahrscheinlichkeiten angegeben, mit denen in diesem Modell die
einzelnen Strategien gespielt werden. Demnach ergibt sich fiir die Gewinnerwartung G des
ersten Spielers folgender Ausdruck:

G=—(@q+1)-p’+(#4-q+1)p
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Fassen wir G als Funktion von p auf, dann erhalten wir als Schaubild stets eine Parabel,
deren Scheitelpunkt ein Maximum darstellt. Dieser Scheitelpunkt liegt fiir ¢ = 0 bei
p = 1/2 und wandert weiter bis er fiir ¢ = 1/2 bei p = 1 zu liegen kommt, dabei steigt die
Gewinnerwartung von 1/4 auf 3/2 an. Fiir ¢ > 1/2 sollte der erste Spieler stets kooperieren
(p = 1) um seine Gewinnerwartung zu maximieren. In diesem Spiel ergibt sich daher, und
zwar nur als Folge der Gewinnmaximierung des ersten Spielers, ein Trend weg vom Verrat
und hin zur Kooperation. Da alle Spieler in die Rolle des ersten Spielers schliipfen konnen,
wird sich in diesem Modell die Kooperation als dominantes Verhalten durchsetzen, obwohl
der Verrat, wie die Matrix lehrt, nicht durch einen Verlust bestraft wird.

In einem weiteren beriithmten Beispiel der Spieltheorie, dem sogenannten Chicken—Game,
geht es darum einem Konflikt auszuweichen oder ihn eskalieren zu lassen. Dieses Spiel
wurde tatsachlich von amerikanischen Jugendlichen vor dem Vietnamkrieg gespielt. Dabei
rasen zwei Autofahrer aufeinander zu. Wer zuerst ausweicht ist der Feigling — chicken.
Allerdings kann dieses Spiel fiir beide katastrophale Folgen haben. Um nicht als blutriinstig
zu gelten, werden wir nur mogliche Reparaturkosten ins Kalkiil ziehen. Denken wir uns
also die Nutzenmatrix des ersten Spielers folgendermaflen gegeben:

A E
A 1 0
E 2 —4

Wenn beide Spieler ausweichen (A), dann fiihrt das zu einem geringen Nutzen durch das
Ansehen, welches sie bei ihren Kollegen gewinnen, indem sie sich dem Spiel unterworfen
haben. Wéhlen beide die Eskalation (E), dann kommt es mit Sicherheit zu einem Crash
und den notwendigen Reparaturkosten. Ist der eine Spieler auf Eskalation und der andere
auf Ausweichen eingestellt, dann geht der erste mit einem Nutzen von 2 Einheiten als
Sieger vom Platz, wogegen der zweite nichts gewonnen, aber auch nichts verloren hat.
Der einzige gravierende Unterschied zum Gefangenen—Dilemma liegt darin begriindet, dass
es keine dominante Strategie gibt. Auch ist der Maximin— gleich dem Minimax—Wert,
namlich 0, sodass eine Maximierung des Mindestgewinns mit Hilfe von gemischten Strate-
gien keinen Sinn macht. Trotzdem kann der erste Spieler mit einer hoheren Gewinnerwar-
tung spekulieren. Denn auch ohne Kenntnis der Gewinnmatrix des zweiten Spielers, weif3
er namlich, dass es sich um ein Chicken—Game handelt, sodass er den Maximin—Wert des
zweiten Spielers in dessen Gewinnmatrix lokalisieren kann. So wie der Maximin—Wert des
ersten Spielers im Strategiepaar (A E) liegt, befindet sich der Maximin—Wert des zweiten
Spielers im Paar (E,A). Fiir beide Strategiepaare gilt nun, dass der erste Spieler mit seiner
Strategiewahl zufrieden ist, da er sich durch einseitiges Abweichen nicht verbessern kann.
Diese Tatsache gilt aber auch fiir den zweiten Spieler, da es sich um ein Chicken—Game
handelt.

Ganz allgemein wird eine Spielsituation, bei der keiner der Spieler durch alleiniges Andern
seiner Strategie seinen Gewinn vergroflern kann, Nash—Gleichgewicht genannt. Solchen
Nash—Gleichgewichten in reinen Stratgien konnen wir eine gewisse Stabilitat unterstellen,
da alle Spieler mit ihrer Strategiewahl zufrieden sind. Dartiber hinaus hat John Nash im
Jahre 1950 gezeigt, dass in Spielen mit endlich vielen Strategien jeder Spieler eine gemischte
Strategie besitzt, welche zusammen ein Gleichgewicht bilden. Fiir diese Leistung wurde er
viele Jahre spater mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften ausgezeichnet.
Dieser Satz von Nash hat den Vorteil, dass er auch fiir Spiele mit mehr als zwei Mitspielern
gilt. Allerdings gibt es kein allgemeines Verfahren, welches die Berechnung der Gleichge-
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wichte gestattet. AuBerdem kann es, wie wir gesehen haben, mehrere Gleichgewichte mit
unterschiedlichen Gewinnen beziehungsweise Gewinnerwartungen geben. Damit stellt sich
aber die Frage der Stabilitdt erneut.

Als Spezialfall konnen wir den Minimax—Satz fiir Zwei—Personen—Nullsummen—Spiele ange-
ben. In diesem Fall ist namlich der Maximin—Wert des einen Spielers bis auf das Vorzeichen
gleich dem Minimax—Wert des anderen, sodass die, schon zuvor als optimal bezeichneten,
gemischten Strategien ein Gleichgewicht bilden.

Dieser Spezialfall gibt uns einen Hinweis, wie wir ein Nash—Gleichgewicht in gemischten
Strategien fiir unser Chicken—Game ermitteln konnen. Angenommen, die Strategie Aus-
weichen wird vom ersten Spieler mit der Wahrscheinlichkeit p und vom zweiten mit der
Wabhrscheinlichkeit ¢ gewahlt, dann erhalten wir fiir die Gewinnerwartung des ersten Spie-
lers den Ausdruck:

G=1pq+0-p-(1-¢)+2-(1-p)-qg—4-(1-p)-(1-9q)
=4-5¢q) p+6-qg—4

Wenn also der zweite Spieler ¢ = 4/5 wéahlt, dann miisste sich der erste Spieler mit einer
Gewinnerwartung von 4/5 zufrieden geben, ganz egal mit welchen Wahrscheinlichkeiten er
seine Strategien spielt. Wiirden wir jetzt noch die Gewinnmatrix des zweiten Spielers ken-
nen, dann konnten wir mit analogen Betrachtungen die Wahrscheinlichkeit p und damit
ein Nash—Gleichgewicht in gemischten Strategien angeben. Dies ist allerdings gar nicht
notwendig, da kooperatives Verhalten der Spieler, beispielsweise indem sie die Strategie-
paare (A E) und (E,A) abwechselnd spielen, die Gewinnerwartung des ersten Spielers auf
+1 steigern wiirde. Aus der zuletzt genannten Tatsache folgern wir, dass die Bedeutung
des Nash—Gleichgewichtes vor allem in der nicht—kooperativen Spieltheorie liegt.

Es muss aber nicht immer kooperatives Verhalten sein, welches zu einer Gewinnerwar-
tung von +1 fiithrt: Trauen sich nédmlich die Spieler keine psychologische Einschatzung
ihrer Gegner zu, dann werden beide die Sicherheitsvariante, also jene Strategie in der
ihr Maximin—Wert liegt, wahlen. Beide Spieler sind demnach gut beraten stets auszu-
weichen, sodass der erste Spieler mit einem Nutzen von +1 rechnen kann. Das entspre-
chende Strategiepaar (A,A) ist aber im Sinne von Nash, also im Lichte der Zufriedenheit,
nicht stabil. Diese Instabilitdt kann nun weitreichende Konsequenzen fiir die Stabilitat
der Nash—Gleichgewichte haben: Denken wir uns das Strategiepaar (A,A) schon haufig ge-
spielt. Dann ist es recht wahrscheinlich, dass einer der beiden Spieler, sagen wir der zweite,
die Situation durchschaut und vom Ausweichen zur Eskalation wechselt. Damit ware das
Strategiepaar (A,E) und damit ein Nash—Gleichgewicht gegeben, mit der Konsequenz, dass
der Nutzen fiir den ersten Spieler auf +0 sinkt. Schwerlich ware jetzt zu argumentieren,
dass dieses Strategiepaar auf Grund der Zufriedenheit aller Spieler Stabilitat besitzt.

Literatur

Neben den Standardwerken waren besonders folgende Biicher zu empfehlen:
Jorg Bewersdorft, Glick, Logik und Bluff, Vieweg 2003
Karl Sigmund, Spielpline, Knaur 1997

Johannes Barton Seite 10 Spieltheorie



