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Das Leben ist ein Spiel. Man macht keine grofieren Gewinne, ohne Verluste zu riskieren.
Nicht nur Christine von Schweden, der dieses Zitat zugeschrieben wird, sondern eine Fiille
von bedeutenden Personlichkeiten hat das Leben oder Teile unserer Entwicklung mit ei-
nem Spiel verglichen. So ein Spiel muss mehrere Positionen aufweisen, da wir das auch von
unserer Entwicklung voraussetzen. Zumindest zwei dieser Positionen nehmen eine Sonder-
stellung ein, da sie den, von jedem Spiel her bekannten Begriffen “Gewinn” und “Verlust”
entsprechen miissen. Weiters spricht Christine von Risiko und meint damit sicherlich, dass
dem Spiel ein bedeutender Zufallscharakter innewohnt.

Als freie Individuen kénnen wir entscheiden, ob wir das Spiel annehmen oder auch nicht.
Spielen wir nicht, dann wird sich auch an unserer Position nichts &ndern. Absolute Freiheit
in der Entscheidung bedeutet aber, dass wir auch beim Spielen keine Positionsdnderung
erwarten werden.

Ein mogliches Spiel in diesem Sinne ware ein, in der mathematischen Literatur haufig
untersuchter, eindimensionaler Random Walk, bei dem mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
von je 50 % ein Schritt nach vorne bzw. ein Schritt nach hinten vollzogen wird. Bezeichnet
X; den Schritt +1 bzw. —1 beim i-ten Zug, dann gilt fiir den Erwartungswert:

1
5= 0
Da der Erwartungswert einer Summe gleich der Summe der Erwartungswerte ist, wird man
auch nach beliebig vielen Ziigen keine Anderung der Anfangsposition erwarten. Trotzdem
kann bei einem solchen Random Walk jede mogliche Position realisiert werden, da weder
die Anzahl der Positionen noch die Zahl der Ziige beschrankt ist. Um daraus ein Spiel
mit Gewinn und Verlust zu machen, denken wir uns eine endliche Anzahl an moglichen
Positionen, welche wir von 0 bis n durchnumerieren konnen. Der Random Walk endet
dann mit einem Verlust bei der Position 0 und mit einem Gewinn bei der Position n. Wir
fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, das Ziel, ndmlich die Position n, zu erreichen.

Verlust Gewinn

0 — 1 = 2 = ...... = Lk = ...

Sei P(k) die gesuchte Wahrscheinlichkeit, wenn wir uns auf der Position £ mit 0 < k <n
befinden. Offensichtlich gilt P(0) = 0 und P(n) = 1. Da mit der Wahrscheinlichkeit
1 — P(k) die Position 0 erreicht wird, und die Wahrscheinlichkeiten fiir die Schritte +1
bzw. —1 gleich sind, gilt aus Symmetriegriinden:

1-Pk) n—k k

R - & PR=g

Zwar kennen wir die Begriffe Gewinn und Verlust, wissen allerdings nicht, wie weit wir
von diesen Positionen entfernt sind. Ein Optimist wird sich relativ nahe dem Ziel wahnen,
und daher mit einem relativ kleinen Wert (n — k) bei groem n eine relativ groe Gewinn-
wahrscheinlichkeit fiir sich berechnen.
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Nehmen wir einen solchen Random Walk als Sinnbild fiir unser Vorankommen im Leben,
bei dem es immer wieder Riickschlage gibt, dann wére auch ein Random Walk, welcher
dem gefliigelten Wort “ein Schritt vor — zwei Schritte zuriick” nachempfunden ist, durchaus
untersuchenswert. Erfolgt dabei der Schritt nach vorne mit einer Wahrscheinlichkeit von
2/3, und daher die zwei Schritte zuriick mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/3, dann erhalten

wir ebenfalls

2 1
E(X)=+1-2-2.2=0
(Xi) =+1-3 3

als Erwartungswert fiir die Positionsidnderung beim i-ten Zug. In diesem Sinne sollte
also zwischen “ein Schritt vor — ein Schritt zuriick” und “ein Schritt vor — zwei Schritte
zurilick” kein Unterschied bestehen. Gilt das aber auch fiir die Wahrscheinlichkeit, das Ziel
zu erreichen?

Da uns keine Untersuchungen zu diesem speziellen Random Walk bekannt sind, wollen wir
die Analyse des Problems moglichst allgemein und ausfithrlich behandeln. Auch sollten
die mathematischen Ableitungen fiir Absolventen eines Gymnasiums nachvollziehbar sein.

Fiir diesen neuen Random Walk bendtigen wir auch die Position —1, welche durch zwei
Schritte zuriick aus der Position +1 erreicht werden kann. Wir legen also

P(-1)=P(0)=0 und P(n)=1

fest und fragen fiir 1 < k < n — 1 nach P(k). Um fiir diese Wahrscheinlichkeiten eine
iterative Gleichung abzuleiten, verwenden wir den Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit
und definieren uns zunachst drei Ereignisse:

K ={Wir befinden uns auf der Position k£ und erreichen das Ziel.}
V' ={Beim néchsten Zug machen wir einen Schritt nach vorne.}

Z ={Beim nichsten Zug machen wir zwei Schritte zuriick. }
Da V und Z eine disjunkte Zerlegung des Ereignisraumes darstellen, gilt:
P(K)=P(K|V)-P(V)+ P(K|Z)-P(Z)

In dieser Formel bedeutet beispielsweise P(K|V') die Wahrscheinlichkeit, das Ziel von
der Position k£ aus zu erreichen unter der Bedingung, dass wir beim néchsten Zug einen
Schritt vorwarts machen. Diese Wahrscheinlichkeit ist offensichtlich gleichbedeutend mit
der Wahrscheinlichkeit von der Position (k + 1) aus das Ziel zu erreichen. So gelangen wir
zu der Beziehung

2
P(k):P(k+1)-§+P(k—2)- fir 1<k<n-1,

W =

die wir zu
3-P(k)=2-Plk+1)+P(k—-2) fir 1<k<n-1

umschreiben. (Diesen Teil der Argumentation haben wir deshalb so ausfiihrlich begriindet,
weil in den meisten Arbeiten fiir dhnlich geartete Beziehungen eine Begriindung géanzlich
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fehlt.) Die zuletzt genannte Gleichung behandeln wir mit einer erzeugenden Funktion,
welche wir zu

F(z) =Y _ P(k)-a"
k=1

festlegen, wobei wir uns nicht um das Konvergenzintervall kiimmern, da dieses beliebig
klein gewahlt werden kann.

3-iP(k)-xk :2-iP(k+1)-xk+iP(k—2)-:c’“
k=1 k=1

=1

3.z F(z) ZQ‘iP(k‘ﬂLl)-xk+1+x3-§:P(k—2) b2
k=1 k=1
32 Pla) =2 (F(@) = P(1)-0) +2* - (F(a) + P(-1) -1+ P(0) )

Mit P(—1) = P(0) = 0 erhalten wir schlieflich:

2-P(1)-x

F(x):x3—3-:v+2

Diesen komplizierten Bruch werden wir im Folgenden durch eine Partialbruchzerlegung
in einfachere Briiche aufspalten, deren Reihendarstellungen durch geometrische Reihen
bzw. durch das Quadrat einer geometrischen Reihe gegeben sind. Ein anschlieflender
Koeffizientenvergleich mit der Definition von F(x) wird uns die Koeffizienten P(k) in
Abhéngigkeit von P(1) liefern. Mit P(n) = 1 werden wir so eine explizite Darstellung von
P(k) erhalten.

Zunéchst erraten wir die Nullstellen des Nennerpolynoms von F'(z), sodass wir fiir die
Partialbruchzerlegung folgenden Ausdruck erhalten:

2Pz 2P [ 3 2 2
F<x)_(m—|—2)-(a:—l)2_ 9 ( * )

Mit den Reihendarstellungen

liefert der angekiindigte Koeffizientenvergleich:

po =20 (500 (1))

Nun sind wir mithilfe von P(n) =1 in der Lage die explizite Darstellung

3 k41— (-3
Sl ()

P(k)
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fiir —1 < k < n anzugeben. Diese Wahrscheinlichkeit, welche fiir “ein Schritt vor — zwei
Schritte zurtick” gilt, ist aber nie kleiner als die entsprechende Wahrscheinlichkeit, welche
wir fiir “ein Schritt vor — ein Schritt zuriick” berechnet haben. Denn die Ungleichung

3-k+1—(—1)"
3-n+1-—(-3)"

k
>
n

N [N

ist fiir 0 < £ < n zunédchst aquivalent zu:

- () 1= ()"
k - n

Wenn wir nun von der rechten Seite dieser Ungleichung zeigen kénnen, dass es sich dabei
um eine positive, nicht steigende Folge handelt, dann wéare obige Aussage bewiesen. Die
Monotonie iiberpriifen wir folgendermaflen:
1\" 1 n+1
1= ()" 1-(-})
n - n+1

= (=" (—~n+1> <2"

Die letzte Ungleichung ist aber wegen

n . _1
N e I L EE

sicherlich richtig.

In der nachfolgenden Tabelle sind fiir n = 10 die Gewinnwahrscheinlichkeiten bei “ein
Schritt vor — ein Schritt zuriick” den Gewinnwahrscheinlichkeiten von “ein Schritt vor
— zwei Schritte zuriick” gegeniibergestellt. Man erkennt, dass der Unterschied in den
Wahrscheinlichkeiten mit der Nahe zur Gewinnposition abnimmt.

ein Schritt zwel Schritte
k zurick zurick
1 0.1 0.145
2 0.2 0.218
3 0.3 0.327
4 0.4 0.417
5 0.5 0.517
6 0.6 0.612
7 0.7 0.710
8 0.8 0.806
9 0.9 0.903

Wir folgern aus unserer Analyse, dass ein Leben mit wenigen, aber heftigen Riickschlagen
erfolgversprechender ist, als ein Leben mit vielen kleinen Riickschlédgen. Allerdings, und das
ist bemerkenswert, ist dieser Vorteil umso ausgeprégter, je weiter wir vom Ziel entfernt sind.
Diese, schon sehr philosophischen Aussagen gelten aber nur unter der oben angefiihrten
Pramisse der absoluten Freiheit in der Entscheidung.
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